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Abstract
This paper examinesthe role environmental externalityln the Arrow－
Dasguptaeconomywithaltmism・Itisshownthatsomeofthepreviousresults
holdtrueaStheyare，butothersslightlychange．FirstlygenerationOisstillthe
WOrSt－0ff・Secondly，ifthemarglnalproductivltyOfcapltalisgreaterthantherate
Oftimepreferenceinabroadsense，allgenerationseIuOythesamelevelsofutility
andconsumptlOn，andmakenosavlng．Thirdly，ifnot，tWOPOSSibilitiesoccur．One
isincreaslngutility，andtheotherisincreaslngSaVlng．
1．Introduction
IntergenerationalequltylSOneOfthemostimportantbutproblematicis－
SueSinthelongruninenvironmentaleconomics．Sinceeconomicandnatural
resourcesaretOOSCarCeforallgenerationstosatisfytheirdesire，COnnictofin－
terestshouldbeharmOnizedaccordingtosomecriterionwhichisnecessari1y
acceptedtobefairbyallgenerations・RawIsianmaximinprlnCipleissucha
Well－knowncriterionapplicabletoagreatmanyfieldsineconomics・Interpreta－
tionofthemaximinprlnCipleinthegenerationalsettlnglSnOWadaysregardedto
benaturalintheextendedconsiderationofdistributiveJuStice・
AsRawIs（1971）andSolow（1974）arepointingout，directapplicationof
themaximinpnnciplebringsapeculiarresult．Oneofthemostfundamentalfea－
tureindistributionofutilityorsavlngisthatthefirstgenerationistheworst－0ff
becausethereisnoantecedentthatwillglVethemagift・Hencethefirstgen一
壷云i6hhasnoincentivetosaveoraccumulatecapitalforthefutureproduction．
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Fromtheplannners，standpointtheoptlmalpathprescribedbythemaximin
Willhavethecharacteristicsthatthepathmaximizethefirstgeneration’sutilT
lty．Therefore，ingeneral，themaximinprlnCipleofjustsavlngCOnCludesno
SaVlngatall．
RawIs（1971）himselfdeniesdirectapplicationoftheprinciple，andinsists
OnemPloymentofthehypothesisthateachgenerationhasapaternalisticcon－
cerntOPayOffsoftheimmediatedescendantl・Thislineofresearchisfollowed
byArrow（1973），Dasgupta（1974a，b）andRiley（1976）・Theyshowthatthe
maximincausesstrangeresultsaswel1asloglCalde丘cits，thatis，themaximin
PnnCiplebringsaboutthesaw－tOOthshapedpathsofconsumptlOnandutility・
AnotherlineofresearchstemsfromSolow（1974）onnonrenewableresources，
andAsako（1980）onenvironmentalasset．Theseproblemsareactual1ytypical
examplesofintergenerationalequity2・
Inrecentyears，SOmetyPeOfenvironmentalexternalitiessuchasglobal
Warmlnghavebeenanalyzedintheintergenerationalsettlng・Severaloverlap－
Plnggenerationsmodelswithenvironmentalexternalitieshavebeenproposedby
JohnandPecchenino（1994），Johnetal（1995）andsoforth．ThesemodelscapT
tureexternalitiesbroughtbythecurrentgenerationtohaveefEectsonthefuture
generation・TheyglVeuSSOmeunderstandingontherelationshipbetweengen－
erationsthroughintergenerationalexternalities・Otherintertemporaleconomic
modelsshouldbereformulatedtoincorporatetheseextemalities，Sinceweno－
ticetheseexcercisestobehelpfulforconstruCtlngmOdelsinordertocontrolthe
envlrOnment．
Thepurposeofthispaperistoconsiderhowenvironmentalexternalities
PlayaroleintheAmow－Dasguptatypeofdynamiceconomy，Whichwaspro－
POSedbyArrow（1973）andDasgupta（1974a，b）・Morespecifically，Weexam－
inewhathappenstotheresultsprovedbyArrow（1973）whenenvironmental
externalitiesareintroducedinthatmodel．Oursubjectistofindapathconsist－
lngOfconsumptlOn，PrOductionandenvironmentthatattainsRawIsianmaximin
PrlnCipleofintertemporaljustice・Wewillshowthatthemostpropositionsby
Arrow（1973）areprovedtobecorrectinthenewsettingwithratherrestrictive
conditions．
l seethesection440fRawIs（1971）．
2　seeforrecentdevelopmentMichelandRotillon（1995），andforasketchofthe丘eldBeltratti
（1996）andHeal（1998）．
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2．TheModel
Consideratwo－gOOds，nOnOVerlapplng，in伝nitehorizoneconomy・Oneisa
PnVategOOd，theothertheenvironment．Tbsimplifytheproblemofexternalities，
WeaSSumethateachgenerationconsistsofonerepresentativeindividual．Inthis
Settlng，WeanalyzetheimplicationsofRawIs’maximinpnncipleofjusticefor
theintergenerationalenvironmentalexternality・
TheprlVategOOdcaneitherbeconsumedorusedascapitalwhichbears
areturn・KtdenotestheaccumulatedcapltalatthebeginnlngOftimeperiodt・
InthatperiodafractionCtisconsumedandtheremainderKt－Ctisusedin
PrOduction・Eachunitusedinproductionbringsαunitsofthegoodattheendof
theperiod，andaretranSferredtothenextperiodt＋1・Hence
尽け1＝α（gJ－Cf）． （1）
Unlessotherwisespecified，WegenerallyassumethattheeconomylSPrOduc－
tive3，SOthat
α＞1．
Afeasibilityconditionfbrproductionisnaturallyassumed・Fora11t≧O
gr≧0
（2）
（3）
WhereKo≧OisglVeninitially．
Theenvironmentisassumedtobeanintergenerationalpublicgoodwhich
isdeterioratedbyproductionandconsumptlOn，butisimprovedbyitsownpu－
ri丘cationability・Etdenotesaqualityindexoftheenvironmentatthebeginnlng
Oftimeperiodt・Whichisassumedtobemeasuredinthesameunitofthepnvate
good・WeexpressthedeterminationofEtbytheformula
£叶1＝γ五g－∂Cf （4）
Wherey＞1isaparameterofself－Pur摘cation，0＜∂＜lisaparameterOf
deteriorationbroughtbyconsumption4・
3　α－1istheusualnotionofmarginalproduction・（2）showsthatthemarginalproductionis
POSitiveeverywhere．
4　Thisformulaissimplerthanthatusedinoverlapplnggenerationsmodelswithintergenerational
externalitiesby，forexample，JohnandPecchenino（1994）andJohnetal（1995）．
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Afbasibilityconditionforqualityofenvironmentis：fbrallt≧0
£J≧0 （5）
WhereEo≧OisglVeninitially．
Theindividualattimet，Whomwecallindividualtorgenerationt，lSaS－
SumedtoderiveutilityfromherownconsumptionCtandenvironmentalquality
EtsheeIuOySinherlifetime，andalsofromherimmediatedescendants’satis－
faction，SOthatherutilityfunctionisdenotedbyW（Ct，Et，Ct＋1，Et＋1）．
Nowwedescribeoursubjectto丘ndapathtCt，Et）thatattainsRawIsian
maximinpnncipleofintertemporaljustice5．ThepnncipleglVeSaSOlutiontothe
PrOblem
max minⅥ／（Cf，gJ，C叶1，£汁1）．
tCl，£1）J
（6）
AccordingtoArrow（1973）andDasgupta（1974a，b），WeaSSumethatWisaddi－
tivelyseparableastotforsimplicity，thatthefelicityascribedbyindividualtto
individualt＋1isthesameasthatascribedbyindividualt＋1toherself，thatthe
felicityfunctionisthesameforallt，andthatthefelicltyOfthefuturegeneration
maybediscountedintheutilityofthepresentgeneration．Thatis，
Ⅳ（CJ，昂，C汁1，耳什1）＝U（Cl，£J）＋βU（C叶1，耳叶1）　　（7）
Whereβisaparameterwhichre且ectstheweighteachgenerationattachtothe
next6．weassumethatβ≦17．wedonotexcludethecasethateachgeneration
mightcareforherdescendantasmuchasshedoesforherself・
AsfortheutilityfunctionU，WeaSSumethefollowlng：
Assumptionl．（a）U：沢＋×況→粥加重節花融通壷，伽d∫Jric砂co〝CαVe．
（b）Uc（C，£）＞0，U£（C，£）＞08ノbrα搾γ（C，の．
（C）ゐr（myg，limc→OU（C，£）＝一〇〇．
‾1両「砧rαゆで，limg→0乙J（¢二言）三‾二元．‾　‾‾…‾‾
5　RawIsianmaXiminpnncIPleofjusticeisdefinednotintermsofutilitybutintermsof’social
PnmarygOOds・’Inthispaperwedefinethepnnclplebyutilitytermfollowlngthetraditionof
economiCtheory．
6　By－dCl＋1／dCt＝U／（Ct）／（βU／（Ct＋1）），Weknowthat（1／β）－1istimepreference・In
COnVeniencesake，WeCa111／βtherateoftimepreference・
7　Riley（1976）takesupthecasewhereβ＞1，andprovidesaninterestingtheoremthatthe
RawIsianmaximincriteriondoesleadtolongrungrOWthinthecapltalstock．
8　UcandUEarePartialderivativesofUwithrespecttoCandE・
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3・FeasihilityConditions
Weconsidertwotypesoffeasibilityconditions，Oneforproduction，the
Otherfortheenvironment・Firstwetakefbasibilityofproduction・Thiscondition
isessentiallythesameasthatinArrow（1973）．Foranyt，uSuChthatu≧t，
g〟＝α〃一幸一岩α弓≧O
holdstrue．Settingt＝0，u＝tin（7）wehave
gJ＝α幸
7－1
∑α‾Ucu巨0・
）≧
Forthefeasibilityofproduction，Kt≧Oholds．Hence
J－1
∑α‾Ucu≦者0，∀′≧0・
u＝O
Thisinequalityissatisfiedifandonlyif
（X）
∑α‾Ucu≦恥
U＝0
（8）
（9）
（10）
LetCbetheconsumptl0nlevelbrwhichthecapltalwil1bemaintained
intact，thatis，
否＝呈恥　　　　（11）
Then，foranyt suchthatCt＝C，Kt＝Ko．Inotherwordstheconstant
COnSumPtionCwillcauseKttoremainconstantattheinitialstockK0．
－－　Startingfromaconsumptionprogram」Ct），COnSideranyprogramtCD
SuChthat
〟－1　　　〟－1
∑αトUcこ＝∑αトUcい
U＝J u＝J
（12）
By（7），ifKt＝K；，thenKu＝KLfollows．Settingu＝t＋2in（11），We
havethefollowlng：IfKt＝K：andC：＋α．1C定．＝Ct＋α－lct．1，then
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Kt＋2＝K：＋2・Inthiscase，WeCalltC：）isabalancedvariationoftCt）・The
followinglemmaaboutbalancedvariations，WhichareprovedinArrow（1973），
becomesalsousefulinourdiscussion．
Lemmal．∫仰0∫ピα＞1．彷カr∫0m叩＞0，
C2′＋α‾1C2什1＞否（1＋α‾1）＋り，∀J，
fゐe〃fゐ叩mgれ2椚tCr）i∫i′痴“通夜．
Nextweexplainthefeasibilityconditionsfbrtheenvironment・Foranyt，
wehave
才一1
gr＝γつ£0－∂∑γ‾U
U＝0
1cUl≧0．
Forthefeasibilityofenvironment，Et≧Oholds・Hence
r－1
∂∑γ‾U‾lcu≦£0，∀∫≧0・
u＝O
Thisinequality1SSatis伝edifandonlyif
C〉〇
∂∑γ‾U‾lcu≦恥
U＝0
（13）
（14）
LetCbetheconsumptlOnlevelforwhichthequalityofenvironmentwill
bemaintainedintact，thatis，
∂＝呈恥　　　　（15）
Then，Et＝EoforanytifCt＝C．Thatis，theconstantconsumptionCwill
CauSeEttoremainconstantattheinitiallevelEo．
ThkingsomeconsumptionprogramtCt），COnSideranyprogramtC；）・If
Et＝E：andC：＋y．1C：．l＝Ct＋y，lct＋1，thenEt＋2＝E：＋，・Similarly
totheabovecase，WeCalltC：）isabalancedvariationoftCt）・Thenextlemma
aboutbalancedvariations ontheconstraintofenvironmentaltransmissionbe－
comesusefu1．
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Lemma2．∫仰のどγ＞1．携Jbr∫Omeり＞0，
C2∫＋γ‾lc2叶1＞C（1＋γ‾1）＋り，∀才，
血〃1／JりりいゞJ川J中一JJ、fJl／HJ．ヾJ！－／（・．
Now we describe the conditionsforenvironmentalconservation．Ifwe
maintainsthequalityofenvironmentattheinitiallevelEo，WemaySafelysay
thatenvironmentalconservationhasbeenattained．ThepathtKt，Ct）issaidto
beenvironmentconservativeifCt＝Cforanyt・Theremightpossiblybea
COnSumPtlOnlevelCsuchthatenvironmentalconservationwillberealizedand
CaPltalwillbemaintainedintact，thatis，
g α（γ－1）
∂（α－1）
ガ0 （16）
IfthedesiredcapitallevelKisequaltotheinitialvalueKo，Weattainsimultane－
OuSlyenvironmentalconservation，COnStantCaPitalstockandconstantconsump－
tion．
Lemmasland2describethefeasibilityconditionsbetweentwogenera－
tionswhichareimposedbyproductionandenvironmentconstraints．Thefollow－
1nglnequalitiesarethesufGcientconditionsbrtheseconstraintstobebinding＝
Theproductionconstraintisbindingif
γ≧α，　£0≧
∂（α－1）
α（γ－1）
Theenvironmentalconstraintisbindingif
α≧γ，者0≧
α（γ－1）
∂（α－1）
go
£0．
SinceweintroduceintotheArrow－Dasguptaaltmisticeconomythequa1－
1tyOfenvironmentasanintergenerationalpublicgood，tWOrOuteSOfeffectsof
COnSumPtionbythecurrentgenerationonthenextmustbedistinguished・Oneis
throughenvironmentaldeterioration，theotherbythedirectreductionofproduc－
tion・AIsoweknowthirdeffectthroughenvironmentaldegradationbyproduc－
tion，butitisonthegenerationafternext．Whenweconsiderwelfareofcurrent
generationt，thiseffectislgnOred．
WedefinethemarginalrateofsubstitutionbetweentheconsumptlOnOfthe
Currentgenerationandthatofthenextgenerationby
〟尺∫cc（CJ，£r，C什1，耳叶1）…
Uc（Cf，gr）
βUc（C汁1，£ト＋1）
Similarlywede丘nethemarginalrateofsubstitutionbetweentheconsump－
tionofthecurrentgenerationandthequalityofenvironmentforthenextgener－
ationasfollows：
朋朋Cg（C′，gf，C叶1，耳叶1）＝
Uc（Cg，gr）
βぴ£（C什1，g什1）
（18）
Forcomparisonwede丘nethemarglnalrateofsubstitutionbetweenthe
COnSumPt10nOfthenextgenerationandthequalityofenvironmentforthenext
generationafterchangingthedecisionofthecurrentgenerationinthefollowlng．
〟尺∫ど£（C′，£′，C什1，ち＋1）…
Uc（C汁1，£什1）
U£（C叶1，凰け1）
（19）
Withthisnotationwedescribetheconditionsofoptlmalpathsfromthe
POlntOfviewofRawIsianmaximinpnnciple．Weassume：
AsshmptioIl2．ゐrd柁yCO乃∫α乃CO〃∫〟〝甲が0〝クα娩tC），
〟RgCg（C，五g，C，風圧1）＞∂，∀J．
ThisassumptlOnShowsthatthemarglnalrateofsubstitutionbetweencon－
SumPt10nandenvironmentisgreaterthanthemarginaltransformationalongthe
COnStantCOnSumPtlOnpath．Henceinefficiencyisbrioughtaboutonthepath．
Forthecompletenessofdiscussion，WePrOVidebebrehandtwolemmason
theunproductiveeconomyeitherincapltalorinenvironment．
Lemnla3．！／’α≦1．T／刷jbrnnJljh7Sih／L－LlL，ltSLLmPTit用P／叩117TttlCtLCl一一O
α∫r→　∞．
Proof．Sinceα≦1，
尽け1＝α（精一CJ）
≦鐙L－＿Cf＿＿
≦gf＿1－Cト1－Cg
∫
≦∬0－∑C〟
〟＝O
SinceKt≧Oforanyt，Ko－∑：＝OCuholds・Iftgoesinfinity，Ko≧∑芝ocu，
β
whichmeans
lim Cg＝0．
才→∞
Lemma4．ゲγ≦1，触れカγα〃ツ旅α∫剃＝馴湖叩血里間押彿tCfI，Cr→0
α∫J　→（X）．
Proof．Sincey≦1，
凰廿1＝γ五g－∂CJ
≦gJ－∂Cr
≦耳ト1－∂Cト1－∂Cg
J
≦軸－∂∑C〟・
〟＝O
SinceE，≧Oforanyt，Eo－∑乙＝OCuholds．Iftgoesinfinity，Eo≧∑芝ocu，
whichmeans
lim Cg＝0．
g→CQ
4．Utility・ProductiveEconomy
AccordingtoArrow（1973），WeSaythataneconomyisutilityproductive
if，givenanyfeasibleprograminwhichconsumpt10nisthesamefortwosucces－
siveperiodstandt＋1，generationtwouldpreferabalancedvariationwhich
increasesCt＋landdecreasesCt．SupposethataconstantconsumptionpathtC）
isglVen．If，foranyt，
机Cf，五g）＋βU（C叶1，革定1）きび（C，ち）＋βU（C，£廿1）
CJ＋α－1C什1≦C（1＋α－1）
CJ＋γ‾lc叶1≦C（1十γう
Cけ1＞C
Cr＜C
thentheeconomylSSaidtobeutilityproductive・
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Lemma5・∫埠甲0∫e肋のα＞1α控dγ＞1．A柁eCO乃0myWわあtC′，ち）W施ゐ
／、／り川．ヾ／～1／－＝′八′／刷t・。…′・ん′′J川′！′川＝／－‥川、／…′／川′川′′岬／んりり川／川1／、、
JIJ値Jりりい‘／′′dl・机肋！り〃八つ！、／川・…JyJ
mintα，γ）＞脚∫cc（否，且′，否，＆＋1）
〟R∫Cg（否，gr，百，耳廿1）
Proof・FirstweprovethecaseinwhichtheformerconstraintCo＋α－lcl≦
否（1＋α‾l）isbinding．
Necessity‥　Bythedefinitionofbeingutilityproductive，foranyt，
U（Cr，£′）＋βU（Cけ1，ぢ＋1）＞U（否，gf）＋βU（否，葛＋1）’．
SinceUisstrictlyconcave，
Uc（百，五g）（CJ一百）＋βむC（百，耳什1）（C汁1－と）＋β的（否，耳廿1）（a＋1－ち）＞O
NotethatEt＋1－Et＝－∂（Ct－C），thenwehave
Uc（否，£J）（CJ－C）＋βむC（否，葛＋1）（C叶1－Cトβ祝互（否，耳亘1）（Cl一戸）＞O
DividebyUc（否，Et）＞0．
棚∫Cg（否，gr，否，£什1）
（CJ－C）＋
fbllows・HencewithCt＋1－C＞0，
1＞
C－C′
C叶1－C
holdstrue．Since
〟尺∫cc（否，£∫，否，£什1）
C－Cf　　1
C汁1－C　α
weobtain
α＞〟尺∫cc（否，£′，百，百年1）
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βUc（C，風圧1）
Uc（C，gr）（C什1－C）＞0
〟尺∫C£（否，gr，否，£叶1）
＝－＞0，
〟尺∫Cg（否，gr，否，風圧1）
S櫛ciency：Bythedefinitionofabalancedvariation，
Cけ1－C
α
C－Cf
follows．Substituteαintothecondition，Wehave
1＞
C－Cr
C叶1－C
朋尺∫cc（否，gf，否，£廿1）1－
〟尺∫Cg（否，gJ，否，且け1）
WecanproveinthesamewaythecaseinwhichthelatterconstraintCo＋
y－1cl≦C（1＋yJl）isbinding．Theconditionthat
γ＞脚gCC（否，gr，否，風圧1）
holdstrueisproved・
〟R∫C£（否，gf，否，風圧1）
NowweprovidethefirsttheoremcorrespondingtoTheoremlofArrow
（1973）．
Theoreml．S仰OSethatα＞1andy＞1，andthatAssumption2issati顔ed・
乃聞耳tCg，五g）bdpmgrα椚WんCゐ∽αズ椚izg∫minrW（CJ，包，C什1，耳廿1）ovgr
Hの川、証／・／りいヾ′川日、・′／′‘′刷Hl・f′～．ご′l！り′んり川＝・、′わいl′′／、・！jl′／・
（a）W（Co，Eo，Cl，El）＝mintW（Ct，Et，Ct＋1，Et＋1）andCo＝mintCt；
（b）qCu＞mint Ct，thenCu－1＝mint Cl＝Cu＋l・
Proof．ForabbreviationofnotationwedenoteW（Ct，Et，Ct＋1，Et＋1）byWtfor
anytgivenafeasibleprogramtCt，Et），andtheoptimalWtbyW；・
Weprovethecasethattheproductionconstraintisbinding，thatisy≧α
and£0≧（（∂（α－1））／（α（γ－1）））∬0．
（a）SupposenotsothatC昌＞mintC；・rIbke△Co＜0，△Ct＞0（∀t＞
0）whichsatisfy：
△gl＝－α△Co＞0，　　　　0＜△Cl＜△者1
△g2＝α（△gl－△Cl）＞0，0＜△C2＜△者2
△∬3＝α（△g2－△C2）＞0，0＜△C3＜△g3
For△Co＜Owithsufhcientlysmallabsolutevalue，andsmall（△Cl，△C2，…），
wedefinenewprogramtC：，E：）suchthatC；＝Ct＋△Ct＝Ct＋△C，K；＝
Kt＋△Kt，E：＝yE「∂C：aresatisfied・
〃
Inordertoadd△C＞Otoeachgenerationt（t＝1，2，．．．），Weincrease
CaPltalstockby△Kinperiodlsuchthat
△ガ＝α（△好一△C）∴△g＝聖二ユ△C．
α
ThenthefollowlnggenerationeIリOyStheincreaseofcapitalstockinperpetulty．
HenceF△CoI＝△K＝（（α－1）／α）△Cwillbeenoughtoguaranteetheabove
inequalities．Tbcheckthat
咄＞minW；＞min埠，
J　’　J
WehaveonlytoexaminethetotaleffbctsbroughtbythechangeOfconsumpt10n
throughenvironmentalexternality・But
塑△C汗漂普†1＋漂書＋1∂CJ
＝Uc（C告ギ）△C＋βbc（C左1，軋1）△C－β∂晦（C左1，払1）△C
＝Uc（C告ギ）△C
×
［
1＋
〟朋cc（C告埠，C左1，軋1）〟尺∫Cg（C告牲C左1，弘1）
＞O
issatisfiedbyAssumption2・ThereforetheprogramtC：，E：）isbetterthan
fCt，Et）fromthepointofviewofmaximinprinciple，Whichisacontradiction．
（b）SupposeonthecontrarythatCu＞mintC，andCu＋l＞mintC，．
Thke△Co＞0，…，△Cu＞0，△Cu＋1＜0，△Cu＋2＞0，△Cu＋3＞0，．．．，and
△者1＜0，‥・，△範頼1＜0，△g粧十2＞0，△g私十3＞0，…aSfollows．
△∬1＝－α△Co＜0
‾‾‾‾‾‾△g2＝α（△gl－△Cl）三一α2△Co－α△Cl＜0
〟－1
△机＝α（△足〟－1－△C尿－1）＝－∑α〟‾叶1△Cr＜0
g＝0
〟
△耳叶1＝α（△g〃－△C〃）＝－∑α〟‾什1△Cr≧0
g＝0
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△∬〟＋2＝α（△∬〟＋1－△C〟＋1）＝α
し差α叫1△Cf－△C頼1）＞0
△者〟＋3＝α（△者〟＋2－△C〟＋2）＞0，0＜△C〟＋2＜△者〟＋2
△g〟＋4＝α（△∬〟＋3－△C〟＋3）＞0，0＜△C〃十3＜△∬〟＋3
＝α2△範頼2－α2△C叶2－α△C叶3
△∬椚＝α（△者椚＿1－△C，乃＿1）＞0，0＜△C〝2＿1＜△gm＿1
〝7－1
＝α刑‾〟‾2△範頼2－∑α∽‾′△Cト
′＝〟＋2
Foranym，dividedbyαm－u－2，
〝1－1
△風圧2－∑α〃‾什2△Cr＞0
g＝〃＋2
mustbesatis伝ed・Forasufficientconditionoftheinequality，
∑α抽十2＝i二＜0・
J＝〃＋2
Henceα＞1，WhichisguaranteedbytheassumptlOn．For△Cu十1＜Owith
Sufhcientlysmallabsolutevalue，and△Ct＞0（t＝0，．．．，u，u＋2，…），define
anewprogramfC：，E：）whichsatisfiesC：＝Ct＋△Ct，K：＝Kt＋△Kt，
耳＝γg工1－∂C工1branyJ・
Inordertogive△C＞Otoeachgenerationt（t＝0，1，．．．，u），Were－
qulrereductionofcapitalstocksuchthat△Kl＝－α△C，△K2＝－α2△C－
α△C，…，△足〟＝－α〟△C－α〟‾1△C－…－α△C＝－（（α〟－1）／（α－1））△C．
Weneedincreaseincapitalstock△K，foreacht＝u＋2，u＋3，．．．，tOCOVer
theincreaseof△CinconsumptlOn・Inotherwords，thetransferofcapltalfrom
gerrerationu＋1tou＋2bytheamount（α／（α－1））△Cwillgiveriseto△C
Ofconsumptionforallgenerationt＝u＋2，・・・Hence△Cuand△Cu＋lmuSt
Satis年
l△C〟I≧
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α2（α〟‾1－1）
α－1
△C
l
l△C〟十月＝－△C．
α－1
WechecktheprogramtC；，E：）tobereallydesirable，thatis，
鴫＞minW；＞minⅥ苧
JJ
鴫＋1＞minW；＞minⅥ苧・
rl
ThetotaleffectsarebroughtbythechangeofconsumptlOnthroughenvi－
ronmentalexternality．But
旦塑△Cr＋
∂Cl
∂Ⅵ左
∂Cト十1△C什1＋豊△航＞0
issatisfiedfort＝0，1，・・・，u，u＋2，…，byAssumption2・Thereforethe
PrOgramfC：，E昌isbetterthantCt，Et）fromthepointofviewofmaximinprin－
Ciple，Whichisacontradiction・WecanproveinthesameWaytheothercasein
Whichtheenvironmentalconstraintisbinding．Soweomittheproof．　　　□
Theoremlshowsthattheminimumlevelofutilityaswellasconsump－
tionisattainedbygenerationO・IfsomegenerationeItJOySthehigherlevelof
COnSumPtl0n，thegenerationsbeforeandafteritobtainstheminimumlevel．
Whentheconstraintsofproductionandenvironmentholdinequalityso
thattheenvironmentalpreservationandtheconstantcapltalstock，Thefbllowlng
lisderiveddirectlybyTheoreml9．
Corollaryl・∫埠甲0∫eα＝γ＞1伽dg0＝（∂（α－1）／α（γ－1））go此＝九が
∂＝否．乃e頼Ⅳ（C〟，£Ⅱ，C時1，g叶1）＞mi恥W（Cr，私C汁1，ち＋1），
W（C〟－1，g〟－1，C〃，ガ〟）＝minW（G，包，C叶1，風什1）
1
＝Ⅳ（C〟＋1，g〟＋1，C〟＋2，g〟＋2）
んoJ血．
CorrespondingtoTheorem2inArrow（1973），Whichgivesageneralresult
Ontheoptlmalpolicy，thefollowlngtheoremcanbeprovedwithanadditional
assumptlOn・
9　corollarylisthespecialcasethattheconstraintofproductioncoincideswiththatofenviron－
ment，WhichisthedirectlyanalogeouspropositionofTheoremlinAmow（1973）．Thatis，the
COrOllaryprovidesthecharacteristicsnotonlyoftheconsumptlOnPathbutalsooftheutility
path．
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AssumptioIl3・ゐrα〝γ甲が椚αJαα乃Cedvαrdが0乃（C昌，Cr）か椚血co那加乃J
←日日、…〃／り／日日／りいヾ′川HH．1、
晦（C，gl）＜晦（Cf，弔）
Uc（C，gl）‾Uc（C‡，弔）
J∫∫りJ可it，‘1．
RewriteAssumption3asfollows：
〟那㌢（C昌，£0，Cr，ぢ）≦〟鋸㌢（C，且0，C，gl）．
Theleft－handsideisthemarglnalrateofsubstitutionbetweentheconsumptlOn
andtheenvironmentofthenextgenerationwhenthecurrentgenerationchanges
herconsumptlOndecisionfromtheconstantpath．Theright－handsideisthaton
theonglnalconstantpath・AccordingtoAssumption3，Whenthecurrentgener－
ationmovesfromtheconstantconsumptlOnPathbytheoptlmalbalancedvari－
ation，thevalueofenvironmentgrantedtothenextgenerationbecomeshigher
COmParlngtOtheconsumpt10nforher・Inotherwords，Assumptl0n3givesa
Standardtodecidewhichismoredesirablethefutureconsumpt10nOrthefuー
tureenvironmentalquality・ItrequlreSthatinordertopromotesavlngtOeXtend
thefutureproductionandconsumpt10n，thefutureconsumptlOnisjudgedtobe
relativelyvaluablethanthefutureenvironmentintheoptlmalpaththaninthe
COnStantCOnSumPt10nPath．
Theorem2．∫仰0∫eα＞1α乃dγ＞1，
mintα，γ）＞〟欠∫cc（否，£′，否，耳け1）－
朋即Cg（否，gf，否，凰廿1）
jbranyt，andAssumptions2and3aTeSatidied．771enthejbasiblepTDgTum
ll／J／■イ川J点／川J．＝111il11l－1（＼」∴（一丁ト／二．日日J／Jあー・しイJ．JJIJ・Jげだl・l！＝1′イ！川い：
Cゐ00∫eC昌，C錘Ⅷ血血潮（Co，£0，Cl，勘）∫材eαわCo＋α‾1cl≦否（1＋
吐±），＿∫0＋γ‾1cl≦C（1＋γう＿α乃d£1＝γ£0－∂Co；血酢融血叩両液鋤
CJ＝C昌カrfe岬町鍔＝CF庫rJo〟・励r娩ねpoJの，C昌＜C‡・
Proof．LettCt，Et）betheprograminthetheorem．Supposethattheformer
COnStraintisbinding・Thecasewherethelatterisbindingwillbediscussedinthe
SameWay・LetC苗，CfbethesolutiontothefollowlngmaXimizationproblem＝
max tU（Co，£0）＋βU（Cl，£1））
Co，Cl，£1
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S．t．co＋α‾1cl≦否（1＋α‾1），£1＝γ£0－∂Co．
Sincethesecondorderconditionoftheproblemissatisfiedbytheassump－
tion，WeOnlynoticethefirstordercondition．Thatis，
Uc（C音，助）＝αβUc（C「弔）＋β祝互（C「弔）・
DividebothsidesbyβUc（C‡，EI）・
〟即cc（C苗，£0，C「貿）
α＋ 祝互（Cf，弔）
Uc（Cf，弔）
＞〟朋cc（否，gO，否，勘）
＝〟尺∫cc（否，£0，百，勘）－∂
≧〟即cc（否，£0，否，£1），
〟尺∫Cg（否，£0，否，£1）
Ug（C，£1）　Uc（C「貿）
Uc（亡，勘）βUc（C宗，弔）
Ug（C「牢）
Uc（C「弔）
］
byAssumption3・ThismeansCT＞C昌・
Nextweshowthat
U（C昌，gO）＋βぴ（C‡，勘）くび（Cr，gO）＋βU（C苗，可）
WhereEiisthequalityofenvironmentinperiodlifgenerationOselectscon－
SumPtlOnC㌻inperiodO・Thkelinearapproximationofthedifferenceofboth
Sidesaround（C，Eo）．
ぴ（Cr，£0）＋βU（C昌，可）一打（C昌，軸）＋βU（Cf，勘））
＝tU（C音，助）＋Uc（C苗，gO）（C宗一C昌）
一一一一一一一十βぴ（C昌，£0）＋β的（C昌一，一五．0）（£「㌢一助））
－くび（C昌，軸）＋βU（C音，£0）
＋βUc（C音，且0）（C‡－C昌）＋βUg（C苗，境）（£1－gO））
＝（1－β）Uc（C昌，£0）（Cf－C昌）＋βU£（C苗，£0）（∂（C「否）－∂（C昌一否））
＝（（1－β）Uc（C昌，£0）＋β既存（C昌，助））（Cr－C音）＞O
SinceC‡＞C苗・
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BytheconstruCtionofthepathtCt，Et），W（C2t，E2，，C21＋1，E21＋1）isin－
CreaSlngfortbecauseoftheaccumulationofenvironmentalquality・Iftisodd，
SetCt＝Cr，Ct＋1＝C蒜・Asimilardiscussiontotheaboveinequalitybringsus
to
W（Cf，gJ，C汁1，耳廿1）＜W（C汁1，風圧1，C什2，風圧2）
foranyevent・Hencetheminimumisachievedatt＝0，U（C音，Eo）＋
βU（Cf，El）istheminimumvalue．
Considerafeasibleprogram（C：，E昌forwhich
min呵＞min Vn．
／　’　J
Then，W；＞Whforallevent・BytheconstruCtionoftCt，Et），砺isthemaxi一
mumofWs・t・Ct＋α－lct＋1＝C（1＋α－1）andEl＋1＝yEt－∂Ct．Letbbe
theminimumvalueofCo＋α．1cIS・t・TVo≧鳴andEl＝yEo－∂C。．Then
b＞C音＋α‾1cr・Bythedefinitionofminimum，
C；＋α‾lc定1≧あ
＝C昌＋α‾1cf＋り
＝C（1＋α－1）＋り（∃り＞0）．
Hence†C：・E月isinfeasiblefromLemTalbyreplacingtby2t・Thismeans
thattCt，Et）isoptimal・Weca竺PrOVelnthesamewaythecaseinwhichthe
latterconstraintCo＋y－1cl≦C（1＋y－1）isbinding．　　　　　　□
Whentheconstraintsofproductionandenvironmentholdinequality，the
followlng2isderiveddirectlybyTheorem210．
Corollary2・SIWOSeα＝y＞landEo＝（（∂（α－1））／（α（yql）））Kosoth。t
C＝C，
minfα，γ）＞〟尺∫cc（否，£才，百，a＋1）1－
〟即C£（否，ガ∫，否，葛＋1）
jbranyt，andAssumptions2and3afYSatidied．T71en
W（Cr，gr，C什1，耳け1）＝minlγ（C∫，gf，Cけ1，耳叶1）カrJeve搾，
J
W（Cf，gr，C什1，耳け1）≧minlγ（Cr，£g，Cけ1，風圧1）か目元は
J
10　coro11ary2issimilartoCorollaryl・ItprovesthepropositioncorrespondingtoTheorem2in
Arrow（1973），Whichprovidesthesaw－tOOthshapedpathsofconsumptionandutility．
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5．UnproductiveEconomy
NextorderofbusinessistoconsidermaximinpolicylnunPrOductiveecon－
Omy・Theeconomywithα≦lory≦1isphysicallyunproductive，andthat
Withα＞1andy＞1，butforanyt
max（α，γ）≦〟R∫cc（否，且∫，否，g什1）
〟RgCg（否，gr，否，£叶1）
holdsisunproductiveintheutilitysense・
Theorem3．∫埠甲0∫eα≦1（フrγ≦1．mg花々r（7叩浄血視叩呵押m
inf W（CJ，£1，C什1，g什1）＝－（）〇．
Proof．ByLemmas3and4，
1im Cr＝Or→∞
foranyfbasibleprogramtCt，Et）・Sincey≦1，feasibilityoftEt）impliesthat
（Et）innon－increasingint．Thenweobtain
lim W（Cg，昂，C什1，耳什1）≦1im W（Cr，£0，C什1，g0）＝－0〇
g→Cく）　　　　　　　　　　　1→∞
bytheassumptlOnSOnW・
Theorem4．鋤押細川融α＞1α乃dγ＞1，
maxtα，γ）≦〟鮎cc（否，gf，百，風圧1）
〟尺∫Cg（否，gr，否，£汁1）
jbranyt，andAssumption2and3a7eSati顔ed・T71enthejbasiblepTVgfum
‾fCi‾，‾五’′）W最C／刑αズmize∫mi勒W（CJ，gr，C什1，g汁1）gve吉娩eco〃∫α乃COか
．、間甲仰′り刷／Hr「
Proof．Weprovethecasethattheproductionconstraintisbinding・Theother
CaSeWillbediscussedinthesameway．Supposeonthecontrarythatthereexist
afeasibleprogramtCt，Et）suchthat，forsomet，
ぴ（CJ，凰）＋βむ（Cけ1，巧＋1）＞U（否，£′）＋βむ（否，ち＋1）・
1β
SinceUisstrictlyconcave，Wehave
Uc（否，五g）（CJ一戸）＋βUc（否，ち＋1）（C什1一戸）
＋β的（否，風圧1）（£け1－吉）
＞U（Cr，ち）＋βU（C什1，雪＋1十一U（否，の＋βU（否，坑十1）
＞0
0ntheconstantconsumptionpatht亘・Bythede蝕ition，Et＋1－Et＝－8（C，一
戸），
世C（否，五才主β∂晦（否，耳什1））（Cl一百）＋β晦（百，ち＋1）（C汁1－否）＞O
follows・DividebothsidesbyUc（否，Et）・NotethatUc（否，Et）／βUE（否，Et＋1）＝
MRSCE（否，Et，否，Et＋1）．Thenweget
〟犬∫C£（百，£′，百，風圧1）
1
〟犬∫cc（否，£′，百，耳廿1）
（Cr－C）
（C汁1－C）＞0．
（20）
ProvetheremainlngPartbyinduction・Foreacht，
（a）∬2∫≦足0
（b）（C2∫－C）＋α‾1（C2什1一百）＞O
Willbesatisfied・If（b）holds，theprogramtCt，Et）isinfeasiblebyLemmal．
（a）holdsfort＝Otrivially・Nowweshow（a）implies（b）foranyt．Bythe
feasibilitycondition（10），
∞
∑α‾（〃‾2。C〟≦足2′≦‰
〟＝2g
By（20），brany〟，
（
1－
朋犬∫Cg（否，£′，否，且什1）
1
〟犬∫cc（否，£〟，否，£叶1）
（C〃－C）
（C〟十1－C）＞0．
（21）
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Multipliedbyα一（u－2t），Wehave
α－（〟－2g）
〟尺∫Cg（否，£〟，否，g叶1）
〟朋cc（否，且′，否，耳什1）
Summlngfrom2ttoinfinity，
∞
∑
〟＝2r
＋云
1－
and
（C〟－C）
α－（〟功）（C叶1－C）＞0．
〟尺∫Cg（否，£〟，百，£叶1）
畠〟尺∫cc（否，£U，否，風圧1）
〟尺∫C£（否，£∫，百，£叶1）
．1．1－　　　　　－　　　　　　　＝111111
〟札FC（否，£∫′，否，£〆＋1）　〟
Then（22）becomes
But
2（フ
α‾（〟‾2r）（C〟－C）
α‾（〃‾2r）（C〟＋1一百）＞0．
〟忍ぶCg（否，ど〟，否，風什1）
〟尺∫cc（否，£〟，否，£叶1）
ほα－（〟－2。（C〟一百）棚∫C£（否，£謡，範＋1）J畠
（X〕
∑α‾（〟‾2。（C叶1－否）＞0・
〟尺∫cc（否，£∫′，否，£白1）畠
（X）
∑α‾（〟‾2。（C叶1一戸）
〟＝2r
O〇
＝α∑α‾（〟‾2。（C〟一戸）
〟＝2才＋l
OO
＝α∑α‾（〟‾2r）（C〃一百）一α（C2g一百）・
〟＝2J
（22）
Substitutein（23），Weget
〟尺∫Cg（否，軋，否，旦叶1）
00
×∑α‾（〃‾2。（C〟一戸）
〃＝2f
α
＞
Notethat
〟犬∫cc（百，£ゎ百，且了＋1）
Thenwehaveby（24）
α
朋即cc（否，£∫′，百，石打1）
（C2g－C）．
∑α‾（〟‾2。否＝否∑α‾〟
〟＝2g
〟尺∫Cg（否，gJ，百，旦叶1）
く）〇
×∑α‾（〟‾2。（C〟一百）
〃＝2f
＝巨 〟犬∫Cg（否，£∫，否，凰叶1）
＜。宰 α－（〃－2J）C〟
Thus（25）impliesthatC2，＜否since
C＝gO．
α
〟尺∫cc（百，£∫′，否，且が＋1）
α
〟犬∫cc（否，£∫′，否，且が＋1）
α
l
〟尺∫Cg（否，£∫，否，ち＋1）朋犬∫cc（否，恥，百，£頼1）
byAssumpt10n2・C2t＋1＞Cisobtainedsince
1－
朋朋C£（百，風，否，葛＋1）
（24）
（25）
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Thenwehave，Withthehelpof（20），
1＞
C－C21
C2什1－C
〟R∫cc（否，五g，否，耳什1）
〟即Cg（否，gr，否，ガ汁1）
Sinceα≦1－MRSCC（否，Et，否，Et＋1）（∂／MRSCE（否，Et，否，Et＋1））bytheas－
SumPt10n，
α‾1〟尺∫cc（否，包，百，£什1）
≧1
C－C21
＞
C2叶1－C
〟欠∫Cg（否，£r，否，耳什1）
〟尺∫cc（否，gr，否，耳叶1）
〟尺∫Cg（否，£′，否，£叶1）
follows．Therefore
C2g一百十α‾1（C2け1－C）＞0．
Thus（a）implies（b）foranyt．Thiscompletestheinduction．
6．　Conclusion
ThispaperhasexaminedhowtheresultsbyArrow（1973）andDasgupta
（1974a，b）wouldchangewhenenvironmentalexternalitiesareintroducedinto
theirdynamiceconomywithpsychologicalexternalityofpaternalisticaltruism
thatisshownbyeachgenerationforthenext．Wehaveshownthatsomeoftheir
resultsholdtrueaStheyare，butotherschangeintheform．
Ourconclusionsareasfollows．FirstlygenerationOisstilltheworst－0ff．
Secondly，ifthemarglnalproductivltyOfcapitalisgreaterthantherateoftime
Preferenceinabroadsense，a11generationseIuOythesamelevelsofutilityand
COnSumptlOn，andmakenosavlng・Thirdly，ifthemarglnalproductivltyOfcap－
ital－is一greaterthanthetime－Preferenceinabroad－SenSe，thereexisttwopossi－
bilitiestobedistinguished．Oneisthecasethattheenvironmentconstraintis
binding，WheretheevengenerationseruoythesamelevelsofutilityandconT
SumPtlOnaSthoseofgenerationOandmakenosavlng．Theoddgenerations
COnSumetheinheritedsavlnguntiltheymeettheenvironmentalconstraint．They
CannOteXhaustitthoroughlysothatthecapitalaccumulatesalltheway．Hence
theshapesofthepathsofutilityandconsumpt10narelikethesawtoothasin
Arrow－Dasguptaeconomy．Theotheristhecasethattheproductionconstraintis
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binding，WheretheevengenerationsenJOythesamelevelofconsumptlOnaSthat
OfgenerationO，butthehigherlevelofutilitythanthatofgenerationObecauseof
theimprovementofenvironment・Sincetheevengenerationsmakesavlngforthe
Odd，theoddgenerationsconsumetheinheritedsavlng，theyenJOyhigherlevels
Ofutilityandconsumpt10nthanthoseofthenearestevengenerations．Environ－
mentalconstraintisimprovedcontinuouslywithoutenvironmentalconstraint，SO
thatthelevelofutilityoftheoddgrowsfromgenerationtogeneration．Thesame
istruetOthelevelsofutility，COnSumPtlOnandsavlngOftheeven．
ItisinterestlngthereexistsomecasesdifferentfromtheresultsbyArrow
andDasgupta．OneisthecasewheresavlnglSmadeinthelongrun．Wefind
aescaperootoutofnolong－runSaVlngShowninausualdynamiceconomyas
WellasinArrow－Dasguptaeconomy・Theotheriscasewheretheutilitylevels
Ofevenandoddgenerationsisincreaslngifweseathemseparately・Wefind
anotherroottogetanon－COnStant，nOn－decreaslngPathofutilitywhichisnot
allowedtotakeplaceinausualdynamiceconomy．
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